Konec¢né automaty - zaklady

Simon Sadovsky

Pozndmka 1. V uvedenych dokazoch sa vyskytuje formulécia ,,je analogické”. Téato formulacia sa v
matematickych textov vyskytuje zvycCajne, aviak moze byt zradna a treba s ou narabat opatrne.
Skuste si premysliet, preco v uvedenych pripadoch mézeme tvrdit Ze nieco je analogické nieComu
inému. TaktieZ si ako cviCenie premyslite, ¢o by bolo treba doplnit do uvedenych dékazov, keby
sme pozadovali, aby sme nepouzivali formulaciu ,,je analogické®.

Deterministicky koneény automat

Uloha 1. Zostrojte deterministicky alebo nedeterministicky automat akceptujici jazyk
L={a* | keN}

Spravnost svojej konstrukcie poriadne dokazte.

Oznacenie 1. Operaciu ,s¢itanie modulo 3* budeme pre potreby tejto ulohy oznacovat .

Doékaz. Jazyk L budeme akceptovat deterministickym koneénym automatom. Definujeme DKA
A= (K,%, 0, q,F) kde:

o K={q |i€Zs}

o ¥ ={a}

* F'={q}

o (Vi € Z3) 6(qi,a) = qion-

Pre lepsiu c¢itatelnost uvadzame aj prechodovy diagram automatu A.

a

Teraz potrebujeme dokazat, ze plati L = L(A). To spravime tak, ze dokdZeme nasledovni sadu
invariantov pre jednotlivé stavy automatu A z ktorych pozadované rovnost nasledne vyplynie.

(i) (Vk € N) (qo,a"”) F* (qo,€) © kmod 3 =0
(i) (Vk € N) (qo,a"*) F* (q1,¢) & kmod 3 =1
(iii) (Vk € N) (qo,a*) F* (g2,€) < k mod 3 = 2

Pozndmka 2. Pred samotnym dokazovanim uvedenych invariantov si uvedomme nasledovné. Kazdy
invariant nejak charakterizuje slova, ktoré pri vypocte skoncia v stave popisovanom danym inva-
riantom. Prave toto vyuzijeme pri samotnom dokaze L = L(A).

Teraz prejdime k dokazu platnosti uvedenych invariantov. Najprv dokdZeme implikacie ,,z Tava
do prava“, v8etky naraz, indukciou na dlzku vypoctu.

1°: Uvazujme Tubovolny nulakrokovy vypocet (qo,a’) F° (p,e) kde p € K. Takyto vypocet
v skuto¢nosti existuje iba jeden a nutne musi platit k = 0 a p = qp, teda ide o vypocet
(q0,€) F° (go,¢€). Teda plati lava strana invariatnu (i). Navyse plati 0 = 0 mod 3, teda prava
strana invariantu (i) plati tiez. Z toho vyplyva, Ze pre nulakrokové vypocty invariant (i) plati.
7 uvedeného taktiez vyplyva, Ze pre ziadne nulakrokové vypocty nemdze platit lava strana
invariatov (ii) a (iii) a teda pre nulakrokové vypoclty st tieto invarianty platné trividlne.
Tymto je baza indukcie dokazana.



2°: Nech n € N. Uvazujme, ze uvedené invarianty platia pre vietky vypocty dlzky nanajvys n.
Dokazeme, Ze potom platia aj pre v8etky vypocty dlzky n + 1.

Predpokladajme, Ze plati lava strana invariantu (i). Teda plati (go, a*) F**1 (qo, €) pre nejakeé
k € N. Tento vypocet vieme rozpisat ako

(g0, a""a) F™ (p,a) - (qo,€)

Cast 1

pre nejaké p € K. Teraz skumajme posledny krok tohto vypoctu. Z definicie prechodovej
funkcie § vyplyva, Ze plati p = ¢o. KedZe Cast 1 uvedeného vypoctu je dlzky n, vztahuje sa
na hu indukény predpoklad. Z uvedeného vyplyva, ze Cast 1 splfia prava stranu invariantu
(iil), teda podla IP musi platit (k — 1) mod 3 = 2. Teraz je uZ zjavné, Ze plati k mod 3 =0
a pre vypocty dlzky n + 1 je implikicia ,z Tava do prava® invariantu (i) dokazana.

Dokaz implikacii ,,z lava do prava® invariantov (ii) a (iii) je analogicky k uvedenému dokazu
implikécie ,,z Tava do prava® invariantu (i). Tymto je uvedena sada invariantov .z lava do
prava‘® dokazana.

Teraz chceme dokazat sadu invariantov ,,z prava do lava®. MoZzeme si v8imnit, Ze pravé strany
invariantov su ,,disjunktné* v zmysle, Ze pre Ziadne vstupné slovo automatu A nemoze platit naraz
viac ako jedna z uvedenych pravych stran. Prave tuto vlastnost v dokaze vyuZijeme.

Sporom dokaZeme implikaciu ,z prava do lava® invariatnu (i). Predpokladajme, Ze plati prava
strana invariantu (i), teda uvazujme lubovolné k € N také, Ze k mod 3 = 0. Pre spor ale pred-
pokladajme, Ze lava strana invariantu (i) neplati. Teda neplati (qo,a*) F* (qo,€). Na slove a*
vSak musi existovat nejaky vypocet automatu A. Teda musi platit alebo (go,a®) F* (g1,¢) alebo
(go,a*) F* (g2,€). V prvom pripade by viak podla u# dokizanej implikacie ,z lava doprava® in-
variantu (ii) muselo platit £ mod 3 = 1, ¢o je v spore s prepokladom, Ze k mod 3 = 0. Analogicky
by sme dospeli k sporu v druhom pripade pouZitim implikacie ,z lava doprava® invariantu (iii).
Pre implikécie ,,z prava do Tava® invariatnov (ii) a (iii) je dokaz analogicky.

Teraz sme tspesne dokazali platnost uvedenej sady invariantov.

Ostéava dokazat, ze plati L(A) = L. DokaZeme obe inkluzie danej rovnosti.

C: Nech w € L(A). Teda musi existovat akceptaény vypocet automatu A na slove w. KedZze
qo je jediny akceptaény stav automatu A, musi platit (qo, w) H* (go, ). KedZe w je vstupné
slovo automatu A, tak musi platit w € ¥*, teda w = a* pre nejaké k € N. Z implikacie ,,z
lava do prava‘“ invariantu (i) potom vyplyva, Ze k mod 3 = 0. Teda zjavne w € L.

1

: Nech w € L. Teda existuje | € N také, ze w = a®'. Zjavne plati 3] mod 3 = 0, preto podla
implikacie ,,z prava do Tava® invariantu (i) plati (g0, w) F* (o, ). KedZe qo € F, tak uvedeny
vypocet je akceptadny a plati w € L(A).

O

Pozndmka 3. Co s to tie invarianty? Pozrime sa na slovo invariant etymologicky. Toto slovo
vieme rozlozit na predponu ,in“ a jeho zaklad ,variant“. Slovo ,variant* ma blizko k ,variable*,
¢o dobre pozname z programovania a znac¢i to prement. Skuto¢ne, ,variant oznacuje nieco, ¢o
je meniace-sa. Predpona ,,in“ v angli¢tine neguje vyznam slova za fiou. Teda slovo invariant bude
znamnat ,nieco, ¢o sa nemeni®, resp. inak povedané ,nieco, ¢o sa zachovava‘“. Tvrdenia, ktoré
sme nazvali v dokaze invariantmi naozaj hovoria tol'ko, Ze ista vlastnost je pre vSetky slova, ktoré
skon¢ia v tom-ktorom stave automatu nemennd, resp. zachovani. Teda ,stav zachovava (resp.
nemeni) nejaku vlastnost slov, ktoré v iom skonéia®.

Pozndmka 4. Trosku hlbsie sa zamyslime nad dékazom implikécii ,,z prava do Tava* naSich inva-
riantov. Vyuzili sme fakt, Ze pravé strany st v nejakom zmysle ,disjunktné®, teda Ze o Ziadnom
slove neplatila naraz viac ako jedna z pravych stran. V skuto¢nosti pre kazdé vstupné slovo pla-
tila prave jedna z pravych stran. Toto je dosledok toho, Ze nami definovany koneény automat je



deterministicky. DKA maju ta vlastnost, Ze pre kazdé vstupné slovo existuje prave jeden vypo-
Get. Preto kazdé slovo je danym DKA doditané jednoznacne v jednom z jeho stavov. Preto pre
Tubovolny DKA bude mat sada k nemu prisltchajucich invariantov tuto ,,disjunktnt vlastnost*.
Toto nebude platit, ak budeme pracovat s nedeterministickymi koneénymi automatmi, ako vidime
v d'alsom priklade.

Pozndmka 5. Vsimnime si, Ze v samotnom ,findle dokazu“, teda pri dokaze rovnosti L(A) = L sme
vyuzivali iba invariant (i), ktory sa tykal akcepta¢ného stavu a ostatné invarianty sme v tejto faze
dokazu nevyuzili. AvSak ak by sme dokazovali iba tento invariant saim o sebe, niekde v indukcii,
ktort sme robili, by sme natrafili na problém. Zamyslite sa, kde by tento problém nastal. Potom
by uz malo byt jasné, prec¢o sme potrebovali dokazovat celil sadu invariantov a nie iba tento jeden
osamote.

Poznamka 6. Mozeme si v8imnut, Ze vSetky invarianty maji podobnu $trukturu a dali by sa
zapisat aj inak. Konkrétne by sme namieto troch invariantov mohli dokazovat tvrdenie

(Vi € Z3)(Vk € N)(qo,a®) F* (gi,e) < k mod 3 = i

Toto tvrdenie je presne to isté, ¢o nase tri invarianty, akurat zapisané struc¢nejsie. Z pedagogic-
kych dovodov boli v priklade uvedené v8etky tri invarianty. AvSak takto zostruc¢nit zapis je dobry
zvyk. Ak by sme potrebovali zostrojit DKA napriklad pre jazyk L = {a'®?'* | k € N}, tak verim,
7e je jasné, ktory typ zapisu chceme pouzit v dokaze.

Nedeterministicky koneény automat

Uloha 2. Zostrojte deterministicky alebo nedeterministicky automat akceptujici jazyk
L = {uabv | u,v € {a,b}"}.
Spravnost svojej konstrukcie poriadne dokazte.

Doékaz. Jazyk L budeme akceptovat nedeterministickym koneénym automatom. Definujeme NKA
A= (K,%,0,¢.,F) kde K = {qc,qa;0a}, & = {a,b}, F = {qu} a prechodova funkcia J je
definovana ako

(g, b) {a:}

6(¢sya) = {qe,qat

6(a,b) {qas}
0(qaps¢) = {qas} pre c € {a,b}

pricom iné ako uvedené prechody v automate A neexistuju. Pre lepsiu &itatelnost uvadzame
aj prechodovy diagram automatu A.

a,b a,b

)

start —( 4. @ qab

Teraz potrebujeme dokézat, Ze plati L = L(A). To spravime tak, Ze dokdZeme nasledovni sadu
invariantov pre jednotlivé stavy automatu A z ktorych poZadovana rovnost néasledne vyplynie.

(i) (Vw € ¥*) (g, w) F* (ge,€)
(ii) (Vw € ¥*) (e, w) F* (gq,8) & (Fu € *) w = ua



(iii) (Vw € ¥*) (ge, w) F* (gap, &) & (Fu,v € ¥*) w = uabv

Najprv dokdZzeme invariant (i). Pred samotnym dokazovanim si v8imnime, Ze tento invariant je
iny ako ostatné invarianty v zmysle, Ze neobsahuje ziadnu ekvivalenciu. Dal by sa formulovat aj v
style s ekvivalenciou“ takto ,,(Vw € %) (g, w) F* (ge,€) & w € £*“. Verime, Ze po chvilkovom
zamysleni je Gitatelovi jasné, preco sme spokojne mohli zvolit takid formulaciu, ako sme zvolili.

Teraz prejdime k dokazu invariantu (i). Indukciou na dizku slova w.

1°: Nech |w| = 0, teda w = . Zjavne plati (¢, &) F* (ge, €).

2°: Nech |w| = n+1 pre nejaké n € N a predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vietky slova dlzky
nanajvys n. RozpiSme slovo w ako w = uc kde u € ¥* a ¢ € X. Zjavne plati |u| < n, teda
na slovo u sa vztahuje indukény predpoklad. Teda plati (ge,uc) F* (ge,c). Tento vypocet
mozeme vdaka definicii prechodovej funkcie delta predizif nasledovne (q.,uc) F* (ge,c) F

(QE7€)'

Teraz dokazeme implikacie ,,z lava do prava‘ invariantov (ii) a (iii), postupne, jednu po druhe;j.

(ii) Uvazujme w € ¥* také, Ze (¢, w) F* (qa,€). Tento vypocet vieme rozpisat ako (ge,uc) FH*
(p,¢) F (qa,€) kde u € ¥*, ¢ € ¥ a w = uc. Tu si musime uvedomit, Ze takto to mozeme
rozpisat iba vd'aka tomu, ze NKA A neobsahuje prechody na e. Inak by sme museli uvazovat
¢ € ¥ U{e}. Z prechodovej funkcie § vyplyva, Ze nutne p = ¢. a ¢ = a. Teda plati w = ua
¢im je dokaz implikacie ,z Tava do prava® tohto invariantu hotovy.

(iii) Uvazujme w € X* také, Ze (¢e, w) F* (qap, €). V tomto vypocte si viimnime prvu konfiguraciu
obsahujicu stav g, a zaroven krok vypoctu, ktorym sme sa do tejto konfiguracie dostali.
Takato konfiguracia nutne musi existovat. Ak aj nie ina, tak miniméalne posledna konfigurécia
je takato. Teda formalne modZeme uvedeny vypodcet rozpisat ako

(qe, ucv) F* (p, cv) = (qab, v) F* (qab, €)

Cast 1

kde p € K;u,v € ¥*;¢c € ¥ priCom w = ucv a navyse Cast 1 neobsahuje ziadnu konfiguraciu
obsahujicu stav gqp. Sktimajme teraz krok vypocétu (p,cv) b (gap, v). KedZe konfiguracia
(p, cv) sa nachadza este v Casti 1, tak nutne p 2 qqp- Potom z prechodovej funkcie § vyplyva,
7e p =g, a c=>. Teda plati (gc,u) F* (qa,€). Z uz dokdzanej implikacie ,,z Tava do prava“
invariantu (ii) teda dostdvame, Ze existuje nejaké u; € X* také, ze plati u = wja. Dajic
dokopy vSetko predchadzajice dostavame w = ucv = ubv = ujabv, ¢o bolo treba dokazat.

Teraz dokdZeme platnost implikacii ,,z prava do lava“ invariantov (ii) a (iii), postupne, jednu
po druhej. V tomto dokaze budeme potrebovat nasledovné pomocné tvrdenie:

Tvrdenie 1. (Vw € 3*) (qap, w) F* (qap, €)

Mozeme si v8imnut, Ze toto tvrdenie sa napadne podoba na invariant (i). NavySe, dokaz tohto
tvrdenia je az na nazov stavu uplne rovnaky ako dokaz invariantu (i), preto ho neuvadzame.

(ii) Uvazujme teda w € ¥* take, Ze existuje u € X* také, Ze plati w = wa. Vdaka platnosti
invariantu (i) plati (g-,ua) F* (ge,a). Tento vypocet vieme vdaka definicii prechodovej
funkcie § predlzit nasledovne (g-,ua) F* (gz,a) b (qa,€), ¢m je implikacia ,z prava do
Tava® invariantu (i) dokdzana.

(iii) Teraz uvazujme w € X* také, Ze existuju w,v € X* také, ze plati w = wabv. Vdaka
platnosti prave dokaznej implikacie ,z prava do lava® invariantu (ii) dostavame, Ze plati
(ge, uabv) F* (gq,bv). Tento vypotet mozeme vdaka definicii prechodovej funkcii delta a
Tvrdeniu 1 predlzit nasledovne (g.,uabv) F* (ga,bv) F (qap;v) F* (qap, €). Tymto je dokaz
hotovy.



Teraz prejdime k samotnému dokazu rovnosti L(A) = L. DokaZeme obe inklazie tejto rovnosti.

C:

U

Nech w € L(A). Teda musi existovat akcepta¢ny vypocet automatu A na slove w. Kedze gqp
je jediny akcepta¢ny stav automatu A, musi platit (¢., w) F* (gap, €). Z implikacie ,,z lava do
prava® invariantu (iii) potom vyplyva, Ze existuju u,v € X* také, ze plati w = uabv. Teda
zjavne w € L.

: Nech w € L. Teda existujia u,v € ¥* také, ze plati w = uabv. Potom z implikacie ,,z prava

do Tava® invariantu (iii) vyplyva, Ze plati (¢c, w) F* (qap, ). KedZe qqp € F, tento vypocet
je akcepta¢ny a preto w € L(A).

O



